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NOTATIONS

Pour p et g entiers de N, avec p < ¢, [|p, q|] désigne I'ensemble des entiers compris au sens large entre p et q.
E désigne un espace vectoriel de dimension finie n, n > 2, sur le corps K, avec K =R ou K = C.

Dans tout le probleme f désigne un endomorphisme de E; on a f2 = fo f et de méme f*t1 = fko f: 1
désigne l'identité et 0 désigne I’application nulle.

Par convention, f = I.

Si R e K[X], R(X) =ao+ a1 X +---+ ap,XP, on note R(f) 'endomorphisme agl + a1 f+--- + apfP.

On note alors K[f] I'algebre des polynémes de f, c’est-a-dire K[f] = {R(f) | R € K[X]}.

On note Py(X) = det (f — XI) le polynome caractéristique de f et on rappelle que Ps(f) = 0.

Pour une matrice M € ., (K), on pourra également introduire le polynéme caractéristique de M défini par
Py (X) = det (M — X1I,,) ou I, est la matrice unité de ., (K).

On dit que f est cyclique si, et seulement si, il existe xg dans E tel que (950, f(zo),..., f”_l(xo)) soit une
base de E.

On appelle commutant de f 'ensemble €(f) ={g € L (E)| fog=go f}.

On admettra que €'(f) est une algebre de dimension au moins n sur K.

9 2, (K) est I’ensemble des matriccs inversibles d’ordre n sur K.

PREMIERE PARTIE : Matrice compagne d’un endomorphisme cyclique.

I.1. Montrer que f est cyclique si et seulement si, il existe une base % de E dans laquelle f a pour

matrice
0 ... ... 0 )
1 0 ... ... 0 —a
0o 1 ' D —ay
c=1. . ) ) ) . avec (ag,a1,...,an—1) € C™.
: . 1 0 —Qp—2
0O ... ... 0 1 —ap—1

On dira que C est la matrice compagne de f.

On conserve les notations de I.1.

I.2. Soit Q(X) = X" 4+ a, 1 X" ! + --- + ag. Déterminer en fonction de @ le polynome Pc ca-
ractéristique de C. On dira aussi que C' est la matrice compagne de Pg.

Si f est un endomorphisme cyclique, a-t-on unicité de la matrice compagne de f 7

1.3. Soit A\ une valeur propre de C'; déterminer la dimension du sous-espace propre associé. Déterminer
une base de ce sous-espace propre.

DEUXTEME PARTTIE : Endomorphismes nilpotents.

I1.4. On suppose dans cette question f?~1 £ 0 et f = 0.
Montrer que f est cyclique et déterminer sa matrice compagne.
Quelle est la dimension du noyau de f 7?7
I1.5. On suppose maintenant f nilpotent ; c’est-a-dire qu’il existe un entier p supérieur ou égal a 2 tel
que fPL£0et fP=0.
On pose pour k € [|0,p|], Ny = ker f* et ny = dim N.
On suppose également que n; = 1.




5.a) Montrer que Vk € [|0,p — 1|], Ny C Niy1 et f(Ngy1) C Ng.
Niy1 — N
z— f(z)

montrer que : Vk € [|0,p — 1|] , ng4+1 < ng + 1.

5.b) En considérant I’application ¢ :

5.c) Montrer par récurrence que : ny = ngy1 = Vj > k, Nj = Nj.
En déduire que p = n et déterminer ny pour k € [|0,n|].

TROISIEME PARTIE : Une caractérisation des endomorphismes cycliques.

II1.6. Montrer que si f est cyclique, (I, f, f2,..., f* 1) est libre dans .Z(E). Ce résultat sera également
utilisé dans la quatrieme partie.

On suppose, dans cette partie, que (I, f, f2,...,f"!) est libre et on se propose de
montrer que f est cyclique.

ITI.7. Dans cette question K = C. On factorise le polynéme caractéristique Py de f sous la forme :

p
Pp(X) = T (A — X)™,
k=1
ou les A\; sont les p valeurs propres distinctes de f, et les my dans N* leur ordre respectif de

multiplicité.
Pour k € [|1, p|], on pose Ej = ker ((f — Apl)™*).

7.a) Montrer que les sous-espaces vectoriels Ej, sont stables par f et que E = Ey & --- & E,,.

; : | Ex — Eg
7.b) Pour k € [|1,p|], on note ¢, 'endomorphisme ¢y, : v f(2) — A
Déterminer ¢,"*. Quelle est la dimension de Ej, ?
Montrer que @Tk”’“_l n’est pas ’endomorphisme nul.
7.c) En déduire l'existence d'une base # de E dans laquelle f a une matrice « diagonale par
D |
1 :
R . 0 1 X
blocs », ces blocs appartenant & .#,,, (C), et étant de la forme : .
A O
0 0 1 A

(On pourra utiliser la partie II).

7.d) En utilisant la matrice compagne de Py montrer que f est cyclique.

ITI.8. On suppose, dans cette question uniquement, que K = R.
8.a) Soient A et B deux matrices de ., (R) semblables dans .#,,(C) :
A=QBQ ! avec Q € 9.2,(C).
On écrit Q = Q1 + i1Q2 avec Q1 et Q2 dans ., (R).
Montrer que {\ € R | Q1 + AQ2 € 4.4, (R)} est non vide.
En déduire que A et B sont semblables dans .#,(R).

8.b) Montrer que f est cyclique.

Conclure.

QUATRIEME PARTIE : Une autre caractérisation des endomorphismes cycliques.

IV.9. On suppose f cyclique et on choisit xg dans E tel que (xo, f(zo),... ,f”‘l(xo)) soit une base de

E.
n—1
9.a) Soit g € € (f). En écrivant g(x9) = 3. arf*(20), montrer que g € K[f].
k=0
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9.b) Montrer que g € €(f) si, et seulement si, il existe un unique polynéme R € K,,_;[X] tel que
g = R(f). (On rappelle que K,,_1[X] est 'ensemble des polynémes sur K de degré < n —1).

IV.10. On suppose que €(f) = K[f]. Montrer que f est cyclique.
Conclure.

CINQUIEME PARTIE : Cycles.

Dans cette partie K = C. On dit que f est un « p-cycle » si, et seulement si, il existe zg € E tel que
la famille (xo, f(xo),.. .,fp_l(:xo)) soit génératrice de E et fP(xg) = xp.

V.11. Dans cette partie, f désigne un p-cycle.
11.a) Montrer que fP = 1I.
11.b) Soit & = {k € N* | (2o, f(20), - .., f* (o)) est une famille libre}.
Montrer que & admet un maximum noté m.
11.c) Montrer que : Yk > m, f*(zo) € Vect (zq, f(z0), ..., ™ (z0)).
En déduire que f est cyclique.

Déterminer le nombre de valeurs propres distinctes de f.

V.12. Dans cette question, f désigne un n-cycle.
Déterminer C', matrice compagne de f.

wk
2im w2k

On pose w =en et, pour k € Z, Uy = .
wnk

Pour k € [|1, n|], calculer CUy.
V.13. Soit M € .//n((C) définie par M = (mk,l)lgkgm avec my | = okt

1<i<n
Calculer MM ; en déduire que M € 4.%,(C) et calculer M L.
a Ap—-1 .. e aj
ap apg ... ... G2

V.14. Soit (ap,a1,...,ap—1) € C" et A=

ap Gp-—1
apn—1 Qp—2 ... aq ag
Montrer que A est diagonalisable. Déterminer les valeurs propres et une base de vecteurs propres

de A.

FIN



